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Ein Überdeckungssatz für endliche abelsche Gruppen 
im Zusammenhang mit dem Hauptsatz von Hajos 
Von LADISLAUS REDEI in Szeged 
Ladislaus Kalmar zum 60. Geburtstag gewidmet 
Bekanntlich ist der Hauptsatz von HAJÓS') für die endlichen ábelschen Gruppen 
äquivalent mit einem von M I N K O W S K I vermuteten berühmten Überdeckungssatz 
der endlichdimensionalen Euklidischen Räume, in dem es sich um eine Art Über-
deckungen mit Würfeln handelt. Wir beweisen hier einen neuartigen Überdeckungs-
satz für die endlichen abelschen Gruppen, dessen wesentlichster Teil wieder mit 
dem Hauptsatz von HAJÓS äquivalent ist. 
Es sei G eine endliche abelsche Gruppe mit dem Einselement e. Eine (nicht-
leere) Differenzmenge A\B gebildet aus zwei Untergruppen A z^B von G nennen 
wir kurz eine Sichel (s. die Figur). Keine Sichel enthält 
e, aber jedes von £ verschiedenes Element von G ist 
in mindestens einer Sichel, insbesondere nämlich 
gewiß in der maximalen Sichel G \ e enthalten. 
Jede nichtleere Differenzmenge A\B von zwei 
Untergruppen A und B ist nach 
A\B = Ä\(Af]B) 
gleich einer Sichel, wenn wir aber schlechtweg von 
einer Sichel A\B sprechen, so werde darin immer 
wie oben mit einbegriffen, daß A und B Untergrup-
pen von G sind und Az^B ist. 
Diese „Normalform" A\B einer Sichel ist ein-
deutig. Zum Beweis werde die Bemerkung voraus-
geschickt, daß für Untergruppen U, V, W einer Gruppe mit UQVVj W offenbar 
UQ V oder UQ W ist. Nun folgt aus der Relation 
A\Bg C\D 
zwischen zwei Sicheln zunächst (aus rein mengentheoretischen Gründen) AQBUC, 
woraus (wegen Az>B) nach obiger Bemerkung weiter A Q C folgt. Im Fall der 
') G. HAJOS, Über einfache und mehrfache Bedeckung des /i-dimensionalen Raumes mit 
einem Würfelgitter, Math. Zeitschr., 47 (1942), 4 2 7 - 4 6 7 . 
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Gleichheit beider Sicheln folgt ähnlich CQA, also muß A=C und (wegen Az^B 
und C 3 Ö ) auch B — D sein. Damit ist die Behauptung bewiesen. 
Den Index (A\B) von B in A nennen wir auch den Index der Sichel A\B., 
Nach dem soeben Bewiesenen ist also der Index einer Sichel eindeutig bestimmt. 
Für Komplexe K,K{,...,Kr von G mit K = K¡ U . . . \JKr sagen wir, daß 
Kx, ..., Kr eine Überdeckung von K bilden. Die KL, ...,Kr nennen wir die Kompo-
nenten dieser Überdeckung. Zwei Überdeckungen, die voneinander nur in der 
Reihenfolge der Komponenten unterscheiden, werden oft als gleich angesehen. 
Wenn Kx,...,Kr paarweise disjunkt sind, so handelt es sich um die Klassenein-
teilungen von K (in nichtleere Klassen Kv, ..., Kr). 
Es läßt sich nach den Überdeckungen von G \ e mit Sicheln, d. h. nach Sicheln 
, ..., Ak\Bk von der Eigenschaft 
(1) C \ e = U 
, i = i 
fragen. Das Produkt 
/7 K :«,) 
' = i 
der Indizes der darin auftretenden Sicheln nennen wir den Gesamtindex dieser 
Überdeckung. 
Wir verabreden, daß wir unter dem Durchschnitt t/, D ....0 Uk von k Unter-
gruppen einer gegebenen Gruppe im Fall k = 0 diese Gruppe selbst verstehen. Dann 
gilt folgender leichter 
H i l f s sa t z . Sind B¡,..., Bk Untergruppen von G mit 
G ^ B ^ B , f l 5 2 =)'... n . . . D 5 t = e 
und wird 
A, = ( 5 1 h . . . . n 5 i _ , ) 5 ; ( / = I, ..., A) 
gesetzt, so existieren die Sicheln Á¡\B¡ (/'= 1, ...,k) und bilden eine Überdeckung 
von• G\E vom Gesamtindex (G: e). 
Zum Beweis setzen wir 
D¡ = B¡ n...r\B¡ (i = 0,...., k). 
Dann gelten 
G = D0z>Dlzi...^Dk = s 
und 
= D¡..{B, (/ = ! , . . . , Ar). 
Wegen Di.l DB¡ = D¡ ist 
Da die rechte Seite nicht leer ist, muß A¡-)B¡ sein, also ist A¡\B¡ tatsächlich eine 
Sichel. Ferner folgt 
ú (Ai \Bd i ú ( A - 1 \ A ) = D0\Dk = G\s, ¡=i ¡=i 
weshalb die linke Seite (gleich G \ e ist, also) eine Überdeckung von G\s liefert. 
Ein Überdeckungssatz 57' 
Schließlich ist die Faktorgruppe A i /B i nach dem ersten Isomorphiesatz (und wieder 
nach OB; = Df) isomorph mit. also ist (A^Bj) = D^,. 
woraus für den Gesamtindex dieser Überdeckung 
t(A;:Bd = friD^-.D,) = (D0:Dk) = (G:e) ¡ = i ¡ = 1 
folgt. Damit ist der Hilfssatz bewiesen. 
Wegen der Leichtigkeit dieses Beweises nennen wir eine Überdeckung von 
G\e trivial, wenn sie von einer im Hilfssatz angegebenen Überdeckung sich höchstens 
in dér Reihenfolge der Komponenten unterscheidet. 
Nun wollen wir eine Untergruppe U von G mit zyklischer Faktorgruppe G\U 
antizyklisch nennen. Auch eine Sichel A\B nennen wir antizyklisch, wenn die 
Untergruppen A und B antizyklisch sind. (Es genügt, daß B antizyklisch ist, denn 
daraus folgt wegen Az>B dás gleiche für A.) Es lautet der angekündigte 
Ü b e r d e c k u n g s s a t z . Für eine endliche abelsche Gruppe G mit dem Einselement 
s sind die Gesamtindizes der Überdeckungen von G mit antizyklischen Sicheln Viel-
fache der Ordnung (G:e) und diejenigen vom Gesamtindex (G:e) sind trivial. 
Zusa t z . Die zweite Hälj'te dieses Satzes ist äquivalent mit der scharfen Form 
des Hauptsatzes von Hajós. 
Bemerkung. Bezüglich der scharfen Form des Hauptsatzes von Hajós s. man 
das Vorwort einer anderen Arbeit2). Die zweite Hälfte des Überdeckungssatzes 
können wir nur auf dem Umwege beweisen, daß wir den Zusatz beweisen. Durch 
einen direkten Beweis würde ein neuer Beweis des Hauptsatzes von Hajós entstehen, 
aber ein solcher Beweis ist uns nicht einmal im verhältnismäßig sehr einfachen 
Fall gelungen, wo die Invarianten von G gleiche Primzahlquadrate sind. (Unter 
den bekannten zahlreichen Äquivalenten des Haupsatzes von Hajós ist gegenwärtig 
nur dieser Hauptsatz selbst einem direkten Beweis zugänglich.). 
im Beweis bedienen wir uns der auch im § 1 der Arbeit2) eingeführten Bezeichnun-
gen. (Eine einzige Abweichung von diesen Bezeichnungen wird sein, daß wir für 
den gruppentheoretischen Index (A:B) weiter auch diese Bezeichnung behalten, 
wogegen wir hierfür in der Arbeit2) die Bezeichnung 0(A\B) verwendet haben.) 
Wir machen den Kunstgriff, daß wir den Satz für die Charaktergruppe @ von 
G statt G beweisen. Das ist durchaus gestattet, da G und @ miteinander isomorph 
sind. (Der Zweck dieses Übergehens von G auf ® wird uns bald klär.) Es sei eine 
Überdeckung - ' 
(2) © \ Z l .= Ú 
;=i 
von mit antizyklischen Sicheln ¡̂XÜQ,- aus © angegeben. Wir haben zu. 
beweisen, daß für den Gesamtindex von (2) die Teilbarkeit 
(3) • \ ® : x i ) A ;= i 
2) L. REDEI, Die neue Theorie der endlichen abelschen Gruppen und Verallgemeinerung 
des Hauptsatzes von Hajos, Acta Math. Acacl. Sei. Hang, (im Erscheinen). 
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.zutrifft und daß die Überdeckung (2) trivial ist, wenn in (3) ,, = " statt „ | " gilt. 
Die zweite Behauptung — wir wiederholen, es — werden wir so beweisen, daß wir 
ihre Äquivalenz mit der scharfen Form des Hauptsatzes von Hajos nachweisen. 
So werden Satz und Zusatz bewiesen. 
Für eine Untergruppe X von G bezeichnen wir mit X' die Untergruppe von 
bestehend aus denjenigen Charakteren für die stets y(!;) = \(c,£X) ist. 
Dual hierzu bezeichnet X' für eine Untergruppe X von @ die Untergruppe von G 
bestehend aus denjenigen Elementen s c C , für die stets x ( £ ) = l (x€X) ist. Man 
nenne die beiden zueinander inversen eineindeutigen Abbildungen X ' und 
X—X' etwa die erste bzw. zweite Dirichletsche Abbildung. Die erste ist bekannt-
lich ein Antiisomorphismus des Untergruppenverbandes von G auf den von 
die zweite ist der hierzu duale Antiisomorphismus. 
Es folgt, daß die in (2) auftretenden antizyklischen Untergruppen 53,, ...,33k 
von © a l s 
(4) • 83, = {/?,}' (/ = 1, ..., k) 
„angesetzt werden können, wobei für /?,, ..., ßk beliebige von e verschiedene Elemente 
von G in Frage kommen. Da ferner 2f; jede echte Obergruppe von 83,- in © bedeuten 
kann, läßt sich wegen (4) 
•(5) • %={ßVY (/ = !,...,*) 
setzen, wobei für et,...,ek beliebige natürliche Zahlen mit 
,(6) eMß,)> ( / = 1 Ar) 
in Frage kommen. 
Wir fassen die nach (6) existierenden Simplexe 
•(7) ' [ßi, e(] ' ( /= I, ..., k) 
aus G ins Auge. Nach Hilfssatz 10 der Arbeit2) ist der Nullifikator ([ßh e,]) von 
[ßi > eii gleich der Menge derjenigen Charaktere y€&, die den Bedingungen y(ßi)c' = ' 
und x i ß d ^ l genügen. Da die erste Bedingung als — ^ geschrieben werden 
kann, folgt daraus nach (4) und (5) 
m[ßi,ei]) = %\^i (/ = 1, 
also drückt sich die Annahme (2) in der Form 
(8) ©\ j£ t = 
/ = i 
aus. 
Andererseits folgt aus (4), (5) und (6j) das Bestehen von " •'(9) «, = ( 3 1 ^ ) (/ = 1 , - , k ) , 
also lautet die Teilbarkeit (3) (wegen yA) = ((7 = g)) als 
(10) (G:s) le,...ek. 
Zur ersten Hälfte des Satzes genügt es also zu beweisen, daß (10) eine Folgerung 
von (8) ist. 
Ein Überdeckungssatz 59' 
Zu diesem Zweck bezeichnen wir mit m eine natürliche Zähl von der Eigen-
schaft 
(G: e)\mel...ek 
und zeigen, daß im Gruppenring 3(G) die Gleichung 
O D . . . 
gilt. Nach Hilfssatz 6 der Arbeit2) haben wir hierzu nur nachzuweisen, daß jeder 
Charakter an beiden Seiten der Gleichung (11) den gleichen Wert annimmt. 
Für x = Xi ist das wegen 
Xi(G) = (G:e), Xiilß^i) = (i=.l,...,k) 
klar. Für x ^ X i (d.h. ^ © X ^ i ) folgt die Behauptung aus ^ (G)=0 und (8). 
•Wegen des Auftretens des Zahlfaktors m auf der rechten Seite von (11) muß 
der Zahlfaktor auf der linken Seite durch m teilbar d. h. el...ek durch den Nenner 
(G: <:) teilbar sein. Damit ist die Teilbarkeit (10) d.h. die erste Hälfte des •Über-
deckungssatzes bewiesen. 
Da (3) wegen (9) mit (10) übereinstimmt, setzen wir dementsprechend im 
weiteren Teil des Beweises auch 
(12) e1...ek = (G\ e) , 
voraus. Um den Beweis auszuführen, haben wir vor allem zu erforschen, wie sich 
die Bedingungen in den Bestimmungsstücken und e ; (/ = 1, ..., k) ausdrücken, 
damit die Überdeckung (2) trivial ist. Das ist (s. den Hilfssatz) dann und nur dann 
der Fall, wenn nach passender Umnumerierung der Sicheln Si/NS; (/ = 1. .... k) 
O b S 8 1 o 5 8 1 n a 3 2 3 . . . z ) S 5 1 n . . . ' n ? 3 t = e 
und 
9i, = (^ 1 n. . .nS8,_ 1 )S3 ( 0' = l,...,/fc) 
besteht. Mit Verwendung der zweiten Dirichletschen Abbildung drücken sich diese 
Bedingungen durch 
c 2 3 i S 2 c ... c23i = G 
und 
sr; =a3i . . .83i - ins3 , 0 = 1 , . . . ,&) 
aus. Da aber nach (4) und (5) f8i ={/?,} und %•={/?;'} gelten, verwandeln sich 
diese Bedingungen in -
(13) e c i { ß 1 } c z { ß 1 , ß I } c : . . . c { ß 1 , . . . , ß k } = G 
und 
(H) .{ß?} ={ßi,...,ß,-l}r\{ß,} (i = \,...,k). 
In (14) sind beide Seiten Untergruppen der zyklischen Gruppe {ß,}, also ist die 
Gleichung (14) gleichbedeutend mit der' Gleichheit der Ordnung beider Seiten, d. h. 
(teils wegen (6 t)) mit 
({ß, }:e) = ({ßl,...,ßi-l}:e)({ßi}:e) 
e,- ({/Ji,.._.,/?/}: B) 
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Für diese Gleichung darf ..., ß,}:e) = e¡({ßi, ..-., ßi-^'.e) genommen werden, 
woraus folgt, daß das Gleichungssystem (14) mit dem System 
(15) ({ßi,.:,,ßt}:e) = e1...el ( / = 1, ..., k) 
äquivalent ist. Da aber hieraus wegen (62) und (12) auch schon (13) folgt, haben 
wir gewonnen, daß die Überdeckung (2) dann und nur dann trivial ist, wenn nach 
passender Umnumerierung der Paare ßt, e¡ die Gleichungen (15) erfüllt sind. 
Nun ist aber (2) mit (12) zusammen nach dem Hauptlemma im § 1 der Arbeit2) 
gleichbedeutend damit, daß die schlichte Zerlegung 
(16) G. =• [ßt, e j o. . . o [ßk, ek] 
besteht. Also haben wir zur zweiten Hälfte unseres Satzes und zum Zusatz nur 
zu beweisen, daß die scharfe Form des Hauptsatzes von Hajos mit der Aussage 
äquivalent ist, daß aus (16) bei passender Umnumerierung der Faktoren die Be-
dingung (15) folgt. 
Man bemerke noch, daß man dabei die obige Voraussetzung (6) fallen lassen 
darf, da diese in (16) schon mitenthalten ist. Aus der Existenz der Faktoren in (16} 
und aus der Definition der Simplexe folgt nämlich (62), ferner folgt aus (16) auch 
(6,), da aus jeder Teilbarkeit 
[y,e}\G (yiG;o(y)^e> l) 
die weitere Teilbarkeit' 
e\o(y) 
folgt. 
Um dieses zu beweisen, bemerke man, daß nach der Annahme ein Komplex.-
K von G mit 
C = [y, e]oK 
existiert. Dann ist 
G = \y7e]R. 
Hieraus folgt nach Multiplikation mit s — y 
0 = (e - y ) K 
d. h. yeK = K, also gilt sogar. 
y(e,n{y))K = K_ 
Diese Gleichung ist mit der Existenz des obigen schlichten Produktes hur dann, 
verträglich, wenn (e, o(y)) d.'h. e\o(y) ist. Damit ist die Behauptung bewiesen. 
Das bedeutet, daß es sich in (16) um alle möglichen Zerlegungen von G in ein 
schlichtes Produkt von Simplexen handelt. 
Nunmehr besagt die scharfe Form des Hauptsatzes von HAJOS (S. das Vorwort 
der Arbeit2)), daß jede schlichte Zerlegung von G von der Form (16) klassisch ist,, 
d. h. nach passender Numerierung der Faktoren alle schlichten Produkte 
(17) Pt = \ß1.el]Q...o[ßl;el] ( / = 1 , . . . , * ) 
Gruppen sind. Wir zeigen, daß (15) dann und nur dann besteht, wenn alle schlichten 
Produkte (17) (existieren und) Gruppen sind,Wodurch also die zweite Hälfte des. 
Satzes und der Zusatz bewiesen sind. 
Ein Überdeckungssatz 61' 
Man sieht aus(17), daß stets, wenn Plt ...,Pk (existieren und) Gruppen sind, 
dann Pi = {ßt, ...,/?;} und (Pi:e)=el...el (i = l,...,k) gelten, woraus (15) folgt. 
Umgekehrt, wenn (15) besteht, so gilt 




{ßi.-.ß,} = [ßi.ejo... o[ßit ßl] (/ = 1, ..., k) 
folgt. Da hiernach die Produkte (17) (existieren und) Gruppen sind, sind Satz und 
Zusatz bewiesen. , 
(Eingegangen am 18. Dezember 1964) 
